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. Neiplna éisla

1. NEUPLNA CfsrA

V matetnatice jste se setkali s riznymi druhy ¢sel. Znate dobfe Hsla
plirozend, celi a racionalnf, Mnozi z vis i &sla iraciondlnf a redlns,
Pozddi se naudite pracovat i s tzv. dsly komplexnimi. Pfi sdin této
ufebnice vystadite se znalost! ¢fsel redlnych, s kterymi se podrobné
seznamite v hodindch matematiky.,

Pii mnohych vypoltech musime nékterd &isla nahrazovat jinymi
Cisly, krera vyjadini plivedni disla pouse pfiblizné. Napf. nékterd ra-
ciondlni &sla npelze wyjadfit ve tvary wkonfendho desetinného Ssla.

Napt. L 40:7=05714285 ...,
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kde tefky znamenaji dald &slice.

Také moderni samofinné poditade pracuji pouze s &isly, kterd maj
konelny pofet slic, tak¥e musime asto i ukonfend desetinnd &sla
nahrazovat &isly s mendim poftem Sslic.

Kromé& toho se v praxi obvykle setkivime s &isly, kterd nezndme
pfesné 2 ani nemffeme znir. Nejast&$im zdrojem takovich &isel je
méfenf, nebot ka#dé méfeni je zatffeno chybami zpfisobenymi nedoko-
nalost méficich pfistrojii a pozorovateld.



Je-li A piesni hodnota velidiny a & jeji phiblifnd (naméfend) hod-
nota, pak skuteénd chyba pfiblizné hodnoty 4 je rovna rozdiln A — a.
Vétiinou viak pfesnou hodnotu 4 nezndme, ¢ nembifeme tedy presne
urdit ani skutefnou chybu pfiblizné hodnoty . Abychom vidéli, jakym
. zplisobem se vyrovndme s touto situaci, viimnéme si bliZe postupu
pfi mé&feni velifin.

Mg&gici pristroje obsahuji zpravidla urditou stupnici a pfi méfeni je
témd vyloudeno, aby se ukazatel stupnice pfesné kryl s nékterou delici
Zarkou stupnice. Nezbyva tedy nic jincho, neZ se spokojit zjiSténimn, Ze
pfesnd hodnota A m¥fené velidiny neni men3{ neZ jistd hodnota &
a neni V&3 ne? jistd hodnota &, 1.

a = A= a. (13
Interval <a,, a,> pak pfedstavuje tzv. netipiné &islo.
Nahradime-li Zislo A4 krerymkoli &slem a z intervalu {a;, a5, bude
A —alZa—a
a nahradime-li &islo 4 &slem ¢ = Yay + @) bude dokonce
id— a| = e — b

Podafilo se ndm tedy absolutni hodnote skutelné chyby odhadnout.
Tento odhad nazfivime absolutni (prostou) chybou pfisluiné piiblizne
hodnety (aproximace). _

Pfi politini s neGplnymi &sly nahrazujeme obvykle nedplne dislo A
gislem @ = 3(a, + a;), které nazfvime stfedni aprozimaci netpln¢ho
Hsla A, a &islo &« = Ya; — &), shora omezujici skuteénou chybu stfedni
aprotimace, nazfvime absolutni chybou " stfedni - aproximace
a pifeme
A=ag+ = (2)
Takov§ zplsob zépisu nedplného &sla je rovnocenny Zapisu pomoci
vztahu (1). Nebot zndme-li dsla @, @, dovedeme wrlit i Cisla a; o
a zndme-li &sla @, o, pak fefenim soustavy rovnic

E=—é—{a1+ag},

1
T (@ — ay)

snadno uréime, e
g =& — i
dy = & 4 o

‘Priklad 1. Pii vaZeni jsme ziistili, ¢ vi¥eny pFedmét neni leh{i ne#
58 g a t&#% nef 60 g Urlime stfedni aproximaci hmoty pfedmétu a jeji
absolutni chybu: a; = 58 g, 4. = 60 g; 4(58 4 60) = 59, £(60 — 58) =
=1, a tedy 3=5% g, « = 1 g; hmotu A vyjadfime nedplnym fislem
(59 4 1) g.

Absolumf chyba aproximace je jefté nedostatednou charakteristikoun
jeji piesnostl. Uvedme pfiklad. Zméfime-li délku zdpalky = pfesnostd
na 0,5 cm, tj. = = 0,5 cm, 3 zmé&fime-li délku tiidy s pfesnost na 3 cm,
. = = 3 cm, pak absolutni chyba aproximace délky tfidy je &t neZ
absolutni chyba aproxzimace délky zdpalky a pfesto sotva fekneme, Ze jsme
zipalkn zméfili piesn&ji. Kromé toho absolutni chyba je &slo pojmeno-
vané a méni se pii zmé&n& jednotek. To vie nds vede k jiné charakte-
ristice piesnosti aproximace, k tzv. relativni chybd.

Nahradime-li neuplné &slo A &islem a, pak skutefmou relativni
A= 4 Protose skutefnou chybu 4 —a

obvykle nezname, mbG#eme absolutni hodnotu skutedné relativng chyby
pouze odhadnout a tento odhad nazfvime relativad chybou disla 4.
Tak pro stiedni aproximaci ¢ neaploéhe &sla A bude '

‘A---& ld—al _ @
a

c¢hybou Cisla @ nazyvame Sislo

lal  — lal

*

Cislo § = % je tedy relativni chybou stfedni aproximace & nedplnho

Cisla A%), Prakticky viznam maji ponze ta neGplna Cisla, jejichZ relativni
chyba je dostatednd mald, napf. men$i ne¥ 0,1 a obvykle jeit¢ mnohem
mendi. Relativai chybu udivdme nékdy v procentech, a to tak, Z& urdime,
kolik procent z pFisluné absolumi hodnoty aproximace tvoii absolutni
chyba. Vidime, %e
&l _ o

x . ]_'[“j == E .

a tedy relativni chyba vyjddiend v procentech je stondsobek relatival

*) Mldky jsme pfedpoklidali, fe &isla a, & nejsou rovoa nule,

100,




chyby. Tak v piitkladu 1 bude § — 51—9 = 0,017 a v procentech 1,7 %.

Ze dvou nedploych &sel povaZujeme za piesndidi to, jehok stiedni
aproximace md men¥{ relativoi chybu, Napt. neapine Cislo A=100 4
+ 1,2 je presnéjil ne¥ neiplné {islo B = 23,5 4 0,1, nehot

1,2 _ 0l
Too0 ~ 235

Pii zdpisu nedplného &isla pomoci vetahu (1) nebo vztahu (2) po-
trebujeme dva udaje: bud &sla @), a;, nebo isla &, o. Aviak netiplng
&slo 1z¢ zapisovat i jedingm &iselnym tdajem, ktery oviem zavist na
absolutni chiybé, K tomu nim slou pojem platné dislice.

Cislici uréité aproximace meipiného Cisla nazveme platmou Sislici,
jestlife absolutni chyba aproximace neni vétSi ne? jednotka Hdu uva-
Sované Cislice. Tato definice se nevztahuje na nuly nalevo od prvni ne-
nulove dslice.

Napf. neaplnd isla (23,89 = 0,07), (0,012490 3 A 0,000 04),
{290 000 +- 350) majf tfi platné dslice.

Ziejmé viechny nenulové Sislice nalevo od platné slice jsou take
platnymi &slicemd.

Dohodneme-li se nyni zapisovat netpled isla tak, Ze v jejich apro-
ximacich budeme zapisovat pouze platné Cislice, dovedeme z takového
zépisn snadno odhadnout chybu (neni vE&] nef jednotka fadu posledni
napsané Gislice). Je-li pofet plamych ¢islic mensf neZ pocet Cislic pfed
desetimmou &arkou, zapieme pouze plamé islice a veniklé Cislo ndso-
bime vhodnou mocninou deseti. Napf. islo (290 000 4+ 350) majici
ti platné &slice zapfieme: 290 . 10% § timto zdpisem Cisel (nejen ne-
iplnych), tj. se zdpisem ve tvaru Cisla s naznafenym ndsobenim mocni-
nou deseti, s jeho vihodami, nevyhodami a poufitim, se jeStd bliZe
seznamite, a% se budete zabyvar &iselnymi soustavami 2 programovanim.

V definici plamné &slice {sme po¥adovali, aby absolutni chyba piisludné apro-
ximace nebyla vétii ne# jednotka F4du uvaZované Cislice. Misto toho jsme mokli
poZadovat, aby absclutni chyba nebyla v&t3l nef pelovina jednotky fidu uvaZo-
vané &islice nebo ned jing w-ndsobek (kde $ = e = 1) jednotky piisluiného fadn.
Pak oviem o tom, zda dislice je platnd, rozhoduje nefen absolutni chyba aproxi-
mace, ale 1 volbe dsla o,

2, ZAODKROUHLOVANI

Jednim ze zdroji nedipinych &sel je také zaokrowhlovini. Zaokrouhlu-
jeme bud na urdity podet desetinngch mist, nebo na urlity poet plat-
nych dslic. Pochopitelnd se snafime udélar pii zaokrouhlovéni co nej-
mend chybu; k tomu ndm slou?i zndmé pravidlo: Je-li prvni zaned-
bani &slice menéi nef pét, pak ponechané Sislice neménime (sestupné
zaokrouhlovani), je-li prvni zanedband &islice vétd nebo rovma péu,
pak posledni ponechanon &islici zvétdime o jednotkm (vzestupné za-
okrouhlovéni). Tim dosshneme toho, e chyba zackrouhlenj nebude
vétii ne# polovina jednotky fadu posledni zachované Eislice. Je-li prvai

zanedbana &slice 5 a za ni ndsleduji samé nuly, dopustime se pii vze-

stupném i sestupnémn zaokrouhlovini stejné chyby. Obe zaokrouhleni
jsott v tomio pfipadé stejné oprivnénd a abychom nedivali pfednost
pouze vzestupnému zackrouhleni, sna¥ime se zaokrouhlovat nihodné.
Proto si uvedené pravidlo jefté doplnime: Je-li v uvafovaném piipadé
pred zanedbanou Sislici 5 sudd &slice, zaokrouhlujeme sestupng, v opac-
ném phipadé vzestupné, Uvedené pravidlo zaokrouhlovdni nepouZiva-
me vidy a viude, mohl bychom se tim dopustit i nepiipustnych omylii.
Naptiklad z vyznamu absolumni a relativni chyby plyne, Ze tyto chyby
zaokrouhlujeme vidy veestupns. Rovné nékieré samolinné politace
jsov konstruoviny tak, %e zackrouhluji vidy sestupné nebo vidy vze-
stupné.

Skute¢nou chybu zaokrouhleni zjistime podle zanedbanych dislic
tak, ¥e zaokrouhlované &slo povaiujeme za pfesné (Cislo povaZzujeme -
za presné, je-li jeho absolumni chyba rovna nule). Nékdy skutefnoun
chybu zaokrouhleni nezjitfujeme a spokojime sc tim, 2e nenf vétSi neZ
polovina jednotky fadu posledni zachované &islice. Zaokrouhlujeme-li
pfesné &slo, pak tento odhad mdZeme povaZovar za absolutni chybu
ziskaného &isla, a zaokrouhlujeme-li nedplné &slo, pak absolutnd chyba
ziskaného &sla bude o tento odhad vtii ne¥ absolumi chyba pfivodntho
netiplného Cisla.

Piiklad 2, Zaokrouhlime dislo 0,020 25 na tf desetinnd mista a {islo
2 876 672 na {tyii plame Cislice:
0,020 25 = 0,020 4= 0,000 5; skuteénd chyba zackrouhleni je 0,000 233
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2876 672 = 2 877, 10%; absolutni hodnota skutefné chyby za-
okrouhleni je rovna 328,
Podle nadf amluvy o zdpisu pomoci platnych Cislic nebude absolutni
chyba &sla 2 877 . 10F véai nez 1 000.

Peiklad 3. Zaokrouhlime &slo A4 ==3,7622 £ 0,012 1 a dislo B =
— 12,5123 . 0,021 1 tak, abychom zachovali co nejvtsi pocet plat-
nych &slic.

Zackrouhlime-li prvé &slo na 3,8, nebude absolutni chyba tohoto
Zisla va3 ned 0,05 + 0,012 1 = 0,062 1, a protoZe 0,062 1 = 0,1, jsou
ob# Sslice platné. Absolumi chyba &sla 4 je 0,0121, a to je vEtS nel
0,01 a &islo A nelze zackrouhlit na vice ne¥ jedno desctinné misto tak,
aby vicchny islice byly plamé. Stejnym zpiisobem zjistime, Ze Gislo B
musime zaokrouhlit na 12,5.

3. POCITANT S NEUPLNYMI CISLY

Netiplnd &sla jsou urdena dvojict &isel. Proto politini s nedplngmi
disly je v podstatd pofitini s dvojicemi Cisel. Odvodime si nékolik pra-
videl pro jednoduché podetni vykony. '

Mecht <a. @ar, by, By jsou in:q._ervaijr urdujicl neuplnd &sla A, B,
jelich¥ stfedni aproximace jsou @, b*) a absolutni chyby o, A, .

ﬂi‘iﬁéag, o A=aﬂ:ﬁ:
c1
Sedtenim téchto nerovnosti dostaneme vztah urlujici neuplné dislo
A B
a4+ b = A} BZa+ b
Sifedni aproximace tohoto soudtu bude
{a1+bﬂ;- (@ + b)) _ g_; B ?I;be o

a absolumni chyba této stfedni aproximace bude

(@t bh)—(at+b) a—a by— by
2 = 2 + 2 _:c'_!_ﬂ*

*) Pro jednoduchost odvozovanl budeme predpoklidat, e sticdni aproximace
& b jeou ladng &isla; ostami piipady si roveberete samni,
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Tim jsme ziskali vysledek:

Stéedni aproximace soufiu dvou neGplnych &isel je rovoa
soutiu stfednich aproximaci séitanci a jeji absolutni chyba je
rovna soufiu absolutnich chyb stFednich aproximaci jednotli-
v¥ch stitanci.

Opatné &slo k &slu B je urleno intervalem ¢—bs, —&y). Seltenim

ferovoosd
a = A = dy

E’z = —B = _‘E'l
giskdme pro nenpiné &slo A — B vzrah
m—b=A--BZa—b

Stfedn! aproximace a jeji absolumi chyba pak budou Cisla:

L Brepuy

2

| (@, -~ bg) F (@ —8) _ ot b b 7
- 2 - 2

(@s—b)—(a—b) _G—&  BH—b_
5 o=t + 5 =u | f
Stiredni apmximm.mzdﬂu dvou neqplnych &isel je rovaa
rozdilu jejich stfednich aprozimaci a jeji absolutni chyba je
rovna soudtu absolutnich chyb stfednich aproximaci menditele
a menSence.

Podle definice relativni chyby budou relativnf chyby soultu a rozd{lu
rovny &slim™} ' _
+

0

et §
la+ 8’

)

Tla

Z tohoto vyjidfeni relativnich chyb snadno dosp&jeme k zdvéru, Ze:
Relativni chyba rozdilu miZe byt i pfi maljch relativoich
chybdch menSence i mengitele velmi velkd, v zdvislosti na tom,
jak velky je rozdil stfednich aproximaci.
*) Predpoklédame |3 — b] + 0.
11



Proto se sna¥fme uspofddat vypolty tak, abychom se vyhnuli odeditini
navzdjem blizkych netplnych Cisel.

Piiklad 4. Sefteme &sla (3,22 + 0,02), (1,014 8 + 0,000 2), (9,6 +
4+ 0,1}. Snadno si sami odvodite, e pravidlo o séitini =sbsolutnich

chyb plati i v pfipad® ti sitanchi. Sedteme stiedni aproximace a abso-
lutni chyby:

3,22 0,02

1,014 8 ; 0,000 2
9,6 .0l
13,834 8 0,120 2

Hledany soudet bude 13,834 8 4- 0,120 2. Zaokrouhlenim na jedne de-

setinné misto ziskdme Sslo 13,8 4 (0,120 2 + 0,034 8) = 13,8 4 0,16,

kde jsme absoluint chybu zeckrouhlili na dv# desetinnd mista.
Vypolet se zjednodudi, zackrouhlime-li nejdifve viechny sditance

na steiny pofet desetinnych mist. Ponechdni zbytelnfch desetinmych

mist u &isti sitanch pouze komplikuje vypolet a pfitom nezvySuje

pfesnost. V nafem prikladé tak ziskdme, s piihlédnutim k chybé za-
okrouhleni, nésledujici vysledek:

' 3,21 0,04

1,0 4 0,02

9.6 - 0,10

13,8 4+ 0,16

Piiklad 5. Urdime rozdil disel 5,874 + 0,006 a 2,342 4- 0,000 6.

3,874 4 0,000 &
—2,342 4- 0,000 6
3,532 + 0,001 2
Viimneme si, %e vychozi &sla méla viechny &slice platné, kdefto po-
sledni &slice visledku jiZ neni platnd.
Oznatme relativni chyby*) stfednich aproximaci isel 4, B symboly

' : B
445 03 1. 3A— =, fg =7 ik

*) Pipomeftme pfedpoklad ze str. 7, Ze¢ relativii chyby jsou mald Sisla.
12

Potom

al—dgd =4 =all + dg
: Bl — 35) = B =51 + 3g).
Podle predpokiadu jde o nerovnosti mezi kladnymi Zisly a jejich vyni-
sobenim ziskdme nerovnost
@bl — 8)(1 — 8) = A.B £ @51 + 8)(1 + 3g),
Bl — by — 85 + d48p) = 4. B = ab(l + 84+ 95+ dadp).
Soudin &, . 85 nyni zanedbdme, nebot podle pfedpokladu jsou relativni

chyby 44 Ox mald gisla.
Dostaneme tak vztzh

S ab[l — (6, + dp)] = 4. B Z @[l + (84 + 35))
A.B= a1 4 (8, + 85)].
Tento visledek nés opraviiuje k tomu, abyclmm za relativni

chybu sifedni aproximace soutinu 4.8 povadovali soutet re-
Iativnich chyb stfednich aproximaci Einiteli. Budeme tedy psat

4.5 = a1 da.

Podle definice relativni chyby bude absolutni chyba stredni aproxi-
mace soudinu rovna Cislu

= _ (e i) _ .
ab(3 4+ au}:ab(fri) — b+ fa.
' : ) 1
Pokusme se nyni urlic relativai chybun stfedni aprozimace Eislaf.
_Pnluﬁmc%= C a oznalime shsolutni chybu stfedni aproximace ¢

symbolem », tzn.
: c—y=Csct 7y
1 1 1
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' 1 1
Odeoed viak plyne, e — y = o~ 3 ¢ o
ud viak plvn. ¥ E}_l_ﬁac—l—y 5 ;

Al G-NF+H=13G+NE—-H=1
Tedy E— )+ H =+ )E—F z &hok plyne of — yb =
= —¢f + vb a odwud _g z-—%— » C1 slovy:

Relativni chyba stfedni aproximace Cisla é— je rovna relativoi chybé

stfedni aproximace Cisla B. % |

Odtud 3¢ pievedenim  délend 5 b nasabent A'f dospivime
k zdvéru, %¢ relativni chyba stfedni aproximace podilu je vy-
jidfena souttem relativnich chyb stfednich aprozimaci délence
2 délitele. :

Priklad 6. Uréime soudin 4 . B &sel 4 = 32,5+ 0,05, B=0,12 &
+ 0,005:

@b = 32,5.0,12 =39
wb L f7 = 0,05.0,12 4+ 0,005.325 =0,17, 1. AB=39 40,17

Piiklad 7. Uréime podil %a jeho relativni chybu v pfipads, e

Cisla 'l.fﬁ“, = json déna s jednim desetinnym mistem.
Pomoci tabulek nalezneme

15 = 2,2 + 0,05, = =31 4 0,05.
: S ﬂ,ﬂﬁ o _GE -
Odmd 22:31 =071 1 d=—5+ 37 = 0,04

a relativai chyba vysledku 0,71 nenf vt ne¥ 4 %,.

Ma-li pHi nisobeni nefiplnych &isel n¥ktery z Ciniteld relativai chybu
vét$i ne¥ ostami Zinitelé, je podle uvedenych pravidel relatvni chyba
soudinu urfena predeviim reladvnf chiybou tohoto méné piesného
Sinitele. Proto mi¥eme (podobné jako u siitdni} vipolty zjednodusit
tim, %¢ pfesndj§i Ginitele zaokrouhlime tak, aby pofet jejich platnych
Hslic byl pouze o jednu nebo dvé islice v&t3i ne¥ polet plamych Cislic
nejméné pfesného Cinitcle.,

14

JestliZe jedno z &isel A, B je pfesné (dplné), pak se jeho absolutn{
i relativni chyba rovnd nule a pravidla pro vypofet chyb soultu, roz-
dilu, soufinn a podilu se zjednodu$i. Napiiklad je-li v soudinu AR
Ginitel A4 pfesné &slp, pak pro relativni chybu sondinu d,p =ziskime
vztah

dap = 84 |- 8 =0+ 8y = b5,
ti. pfi ndsoben{ netplnche &isla aplnym &islem se relativai chyba ne-
méni. Absolutnf chyba bude v tomto pfipad€ dina vfrazem
wh+ fa=10.b+ fa—pa

Jako cvileni si odvodte sami, jak se v tomto pfipad& ménf pravidla pro
ostatni probrané podetni vykony.

Pravidla pro pofitini s nedplnymi ¢&isly, kterd jsme odvodili, jsou

velmi jednoduchd, aviak maji tu nevihodu, e dévajl pfili hrubé od-
hady chyb. Napfiklad pfi sfitdni vétSiho poftu nedplnych &sel by sko-

- tednd chyba soultu byla rovoa absolutnd chybd soultn pouze v tom

plipadd, e skotedfné chyby viech sditanch jsou rovny jeiich absolutnim
chybdm a Ze phi sfitand nedochazi k vzdjemné kompenezaci t&chto chyb,
Takovy piipad se pfi sCitdnf wétsiho poftu nelplnych disel prakticky
nevyskytuje. Jako pifklad vvedeme nédsledujici pokus. Selteme logs-
ritmy dvaceti &isel nalezenych v pfumismych tabulkich. Podle nasich
pravidel bude absolumi chyba soudtu, vyjadfend v jednotkich sedmého
tédu za desetinnon &rkou, rovna 50. 20 = 1 000. Avisk opakované
praktické vypolty. ukizaly nfco zcela jingho. Visledky série 440 pokush
json uvedeny v tabulce,

Abzolutni chyba Podet souftd v %
0 = 105 63 %
100,5-~ 200,5 28 5
200,5— 300,5 6%
300,5-= 400,5 I %
£00,5—1000,5 G %,

Prote byly vypracoviny i jiné zptsoby odhadu chyb, zaloZené na podtu
pravdépodobnosti, s jeho¥ zdklady se sezndmite ve 3. rodniku. Uvedme
zde alespoii jeden vzorec.

15



Sedjtame-li vEi podet Sisel Ay, Ay, ..., Ayln > 10) se stejnou abso-
lutni chybou =, lze odhadnout absolutni chybu soudtu Sslem «}/3x

P#i pouhych orientadnich vypoftech se miZeme Fidit ndsledujicimi
praktickjmi pravidly, umofivjicimi providéc operace s nenplnymi
Lisly podie potitu platnych ¢islic. Musime mit oviem na paméti, #¢ tato
pravidla nedévaji odhad chyby vysledku a nezaruduji, Ze posledni Cislice
vysledku je placnd,

1. V souftu a rozdilu ponechame tolik &islic za desetinnou
&Arkou, kolik jich m4 sfitanec s mejmenSim poltem plataych
éislic za desetinnou &arkou.

2. V soudinu a podilu ponechime tolik &islic, kolik jich ma
neliplné &isle s nejmensim poétem platnych &islic.

3. Ve viech mezivysledcich ponechime o jednu nebo dvé
tislice vice, neZ doporuéuji pravidla 1 a 2.

Odvodili jsme zde pravidla pro zakladni pofemt vykony (siitdni,
odditani, ndsobeni a déleni) s nedplnymi disly. Je dobré si uvédomit, ¢o
tato. pravidla pledstavuji.

Kazdé neiplné &izlo je charakterizovino dwvojici Cizel (pfipomefime
vetahy (17 a (2)), a politani s nedplnymi dsly je tedy pocitani s dvojicen
&sel. Vyjdeme-li ze vztahu (1), miifeme potiebné vypolty prevest na
yypodty. pomoci nerovnost. Tak jsme také odvodili jednotivi pravidla.
Mohli bychom se bez téchto pravidel obejit 2 provadér pokalde (naptf.
pH katdém nasobenf) vipofty pomoci nerovnosti. Je zbytelné zdfirai-
fiovat, e tento zpiisob je neekonomicky, a proto jsme odvodili urfitd
pravidla,

- Cheeme-li provdd®t s meiplnymi &sly i jiné pofemi vykony (napf.
odmoctiovan{} a nezndme-li pfisluind pravidia pro tyto vykony, musime
se napf. vritt ke vzrahu (1) a provést Zidané vykeny na zaklade puc:ltani
$ NerovnOostmi.

Piiklad 8. Jak velky musi byt polomér krohu, nemi-li s¢ obsah kruhu
odchylovat od 200 cm® o vice ne 1 %
Ze zadin! prikladu plyne vztah:

198 = mor® =2 2020
16

Postupn® ziskdme nerovnosti:

1& Efévﬂnzj

™ ™

183,02 =+ = /6433,
7938 < r = 8,021,

A odtud, po zackrouhleni st¥edn{ aproximace a absolutni chyby, dosta-
neme vysledek » = (7,98 &+ 0,05) cm.

CVICENS
1. Jaki dislice se vyskytuje ve vvjadfent fisla %z tvodniho pifklade na 58.
imndsté za dezetinnon Srkon?

2. Racionilni Hslo —— 2,53 v zikladnim tvaru, kde r, 5 jsou nezdpornd celd fislka,
lze vyjadiit jako desetinné &slo, majict prévé r desetinnych mist, je-li
¥ = 5, a privé ; desetinnych mist, je-li # = & Dokafte,
3, Cislo -13 nahradime E[s]em— Jaki bude absolutni chyba?
4, Usiete relatival chyby &sel 5,26 + 0,023 25,2 4 0,12; 3,55 & 0,02.
5, Pii méfend délky s pfesnostl na & m jsme xiskali 23,37 km a pii m&feni jine
délky & presnosti na 0,5 cm jsme ziskali 3 m. Kreré méfen je lepdi?
6. Kterd z fisel m = 3,142; e = 2,718 je plesndj&i?
7. Clslo 7,75 byle urleno s relativad chybou 0,5 %, Urlete jeho abselutn]
chybu,
B. Urete relativni chybu gisel 2,718 2; 3,14, jejich? véechny d&slice jsou
platné.
- 8, Urete pofet platnych &islic dsla 9,873 5, je-li jeho relativni chyba rovna
0,001 %,
10, Urlete soulin &sel 2,56 + 0,005; 1,2 -4 0,05,
2,8 +4- 0.3
258 4 0,057
12, Urlete rozdil = — cos 25° s absolutni chybou nepfevyiujici 0,001.

11, Uréete podil

13. Utlere podil ;s relativnd chybou 0,3 %,.
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14,
15

16.

17.

18,
14%.

18

Sedtite neiplna dsla 2 354; 746 10; 118, 107,

Utrdete relativni chybu a pofet platnych &islic obsahu § obdélnika o strandch
a = (92,73 L+ 0,005} km, & == (3,452 4 0,000 5) km.

Na pist o priméra (200 4. 0,05) mm pfisobi péra dakem p = (8,2 4+ 0,13
at. Jakou silou F plsobf pira na pist? Urdete také relativni chybu visledku.

Urdete gravitadni zrychlenf na povechn planety Jupiter, je-li podle tdaji

v tabulkich polomér této planety r = (6,96 -1 0,23). 107 m, hmota za-

gkronhlend na dvé platné Sslice 1,9, 1047 kg a gravitalnl konstanta -za-
okrouhlend na tH Sslice » = 6,67 . 107U m® kg~te2 ;

Urdete hustotn planety Jupiter,
Piiklady 17 a 18 ¥efite i pro jiné planety, Potfebné fidaje najdete v tabullach.

. 5 jalobm vykonem prar:ﬁie vafit a jaky je edpor topné spirdly, bylo-li namé-

feno U=(220 £+ 2) V, I = (5:-0,4) A?

Il. Refeni soustav [ine&rnfchrovnic

1. GAUSSOVA ELIMINACNI METODA

A. OPAROVANI

Na nékolika pfkladech si zopakujeme fefen soustav dvou a tfi rovnic
o 2 a 3 nezndmych pomoci metody sEitaci a dosazovact.

P¥iklad 1. Elektrolytem v akumulitoru NiFe je roztok KOH o hustoté
p = 1,14 gfem® Kolik destilované vody a roztoku KOH o hustott
gy = 1,5 gfom* musime smichat, je-li objem akumnulitoru, v némé
potfebujeme vyménit elektrolyr, V¥ = § 17

Oznadime-li objem destilované vody x a objem roztoku o hustot® g,

&, plad
x + v = 500. [cm?]

Hmota destilované vody je sy = g%, kde p; = 1 [gfem®*] a2 hmota
poutitého roztoku je mp, = g.¥ @ hmota elekerolytu je m = o}, Hmota
elektrolytu je rovna soudtu hmot destilované vody a pouzit¢ho roztoku,
tj. #, + #5, = m 3 dosadime-1i za m, m, a m, dostaneme
x4+ L5y =500.1,14, : : Ig, cm?®]
Rovnici jedtt upravime tak, Ze ob& strany vyndsobime dvéma, abychom
odstranili deserinnd &isla, Pro hledané objemy x, ¥ mime tedy soustavu
dvou rovnic o dvou neznamych
2% + 3y = 1140,
Nejdiive vypoditime metodou séitaci nezndmon 3. ObE strany prvni
rovnice vynisobime Sislem —2 a pfitteme k pfishudnym stranam druhé

rovnice:
—2x — 2y =—1000

2x+3y= 1140
y= 140 [cm?]

1%




Dosadime-li za ¥ do prvni rovnice, dostivdme x = 360 cm®. K vytvokeni
#1 elekirolytu do akumulitoru NiFe rmusime tedy smichat 360 cm®
destilované vody a 140 cm?® roztoku KOH o hustor® 1,14 gfcm®,
PEiklad 2. Rette soustavu
Gxr — 5y L 3z = 50,
dx + 3y — 2z = 40,
3x 4 2y 4 Sz =220,
Metodou séftaci vyloucime z prvni a druhé rovnice x, Ob& strany prvni
rovnice vyndsobime —2 a obé strany druhé rovnice vyndsobime 3:
—12% + 10y — Gz = — 100, '
122+ Sy -6z = 120
Seftenitn dostaneme rovnici
19y — 122 = 20.
Nyni vyndsobime obé strany prvof rovnice —1 a obé strany tietf rovmice
dvima s po selteni dostaneme opdt rovnici s dvéma nezndmymi y, =
. 9y 1 7z = 390,
Soustavu dvou rovnoic o dvou nezndmych

19y — 122 = 20,

Oy 4 Tz = 390
vyfeiime metodou dosazovaci. Z druhé rovnice soustavy vyjadiime
300 — 7z
Jl —_—e—r 9
a dosadime do prvni
19 M — 12z = 20,

Vznikla rovnice o jedné neznamé =, jejim¥ fedenim je & = 30. Dosazenfm
do jedné = obou rovnic o dvou neznimych za z vypolfdme y = 20
a dosazenim za y a & do kterékoli rovnice piivodn{ soustavy vypolitime
%, takEe fefend soustavy je _
=10, »=20, == 30,
Zkouska: L, =60 — 100+ 90 = 50, P,— 50, L,—= P,
L,—40+ 60— 60— 40, P,— 40, L, — P,
Li=30+4+ 404 150 = 220, Py =220, L,=F,

w
H
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Priklad 3. Beite soustavu

2x+ y—3==—=1,
—5x 1+ 5y 92 —=12,

Metodou séftaci vyloudime pomoci prvni rovnice nezndmou y z drubé
a et rovnice. Dostivame soustavit
' S¢ — Bz =—1,
By —Bx=1.

Této soustavé vyhovuje nekoneéné mnoho feseni Za z si @ﬁiem:
svolit libovolné &sle . Potom fefenim soustavy je kaidd trojice Cisel

zim...;:ls —-3--;—1,3—1,
napi. g 5 %, 1) nebo (—3, 1, —2) atd. Provedte zkousku.

Priklad 4. Relte soustavu

x—4y+22=1,
6x + 6y + T2 =3
2y — 2y + 32 =2

Ob& strany tfeti rovmice vyndsobime dvma a odetteme od piisluinych
stran prvni rovnice. Potom vyndsobime obZ strany tfeti rovnice tfemi
a pFitteme k ob¥ma siranim druhé rovnice, Tak vyloutime z prvnd
a druhé rovnice neznimou v a dostaneme soustavu

3y~ 4z —3,
125+ 162 = 9.

Vynisobime-li ob& strany prvni rovnice této soustavy Styfmi a pfi-
&eme k prisludnym strandm druhé rovnice, dostaneme rovmici

D,.x4+0.2=-—3

Tato rovnice neni splnfna pro ¥idné x a 2. Soustava tedy nema FeSent.
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CVICENT

L

11,

13.

15.

17,

1%,

21.

22

Rette soustavy:
2 S
X + &
y+ =
¥+ 2v+4+ 5=
x4+ 4y L+ Tz
+ 8+ 9%

3x 4 Gy -
x+ 2y +

Sx+ v+ oz

2e
4z
x5 2y— 3z
dg
2z

254 ¥+ =

2x L 34 42
3x4+ 4y 5=
dx + Sy Tz

2y — Zy— 3=-

x+ 4v+
3x— y+ =

2x + 3y + 102
—Szx4+ y— =

3x— 2y — b= —

5+ 2y + =2

x4+ 34 3=

fx+ 2Zy+4 =2

I
=] e Wy T

1.

1%

14.

16.

18,

20.

2.

24,

x4+ Zy+ 3=

By .- R

¥
2.1:-- 3_’]J+ B

2x + 3y
3x + 2z =
v+ 4=

x4+ ¥
x +
e

e »—
t— ¥+
it ¥k

r— P
_.x+ ¥ —

t

moaw mmh NE
[ |

—x— ¥+ &=~

x+ 2y —3z=
—3x4+ v+3z=
i Sy - By es

dx 4+ Gy - 2=
2+ v+ =
x4+ 2y 1+ 4=

r— ¥
¥o— #
—x + B=
Ix - 4+ &=
¥+ 3y —dr=
Ta— 3+ 2=
5I+ 5_’}'*"— T ==
3x— 4y —3z=
—2x4+ ¥y oz

Ix — 13y

Te + 1%

Il

P T e pf e D

[

2
x4+ 9y

110

i
[u—y
W o=l S L w T

1
—
— e o

I
=

R
LN e

—2

—18

B.PRIMY A ZPETNY CHOD V GAUSSOVE METODE

Spustava # rovnic o # nezndmych

Dosud jsme fekili pouze soustavy dvou rovnic o dveu neznidmych
a ti rovoic o thech neznimych. V praxi potiebujeme Casto felit take
napk, soustavy &tyf rovnic o Sesti nezndmych, sedmi rovnic o péd ne-
zndmych, péti rovnic o péd nezndmych apod., obecné m rovnic o n
nezndmych, pfidem? m a » nemusi byt stejna &isla.

Znadeni neznamych pismeny x, 3, s, kterého jsme dosud poudivali,
je pil zapisovini soustavy s mnoha neznamymi nevyhodné. Abychom
dosahli ptehledn&jiiho zépisu, budeme v piipade soustavy s # nezndimi
pouZivat k oznadeni nezndmych symbolll xi, X2, 2. .5 Xn. Je to ptehled-
nd a podle indexu poslednf nezndmé poznéme okamzité, kolik nezna-
myfch mi soustava. Soustavu  linedrnich rovaic o # nezndmich pak za-
pifeme ve tvaru

d13%; + Gia¥e — @a¥ + ... + thaky == by
gy X1 - Fan¥y + Taaky + ... |- Ganky = s
ny + Tats + G+ - 4 Qankn == by
................ {13
By ¥t T g 1 SinaXa et BaXy = b
kde koeficienty @, @ius « - > Qinn By Fazs o 0n Dopa o e v es e Ty
a absolutni dleny b1, Bz, ..., b js0U dand sla®) Prvnd index znadl

pofadi rovnice a druby utéuje pofadi neznimé, u kieré koeficient stojl.
Index u & znadi pofadi rovnice. Koeficient u j-té nezname v i-tc rovnici
tedy zapifeme ay; a absolutni Elen této rovnice je fy. Tak napf. v soustavé
v pfikladu 7 na str. 30 je apy = 2, @ —= 0, by =1, @y == 2, o = —9,
b, == —2 atd. V této soustavé je m = 3 a 1 = 4, je to tedy soustava tid
rovnic o ¢tyfech nezndmych.

Jsou-li viechny absolutni &leny soustavy rovny nule, nazjvé se ta-
kovi soustava homogenni (viz pifkdad 26 na str. 74), Soustava, v niZ

;} Pripomefime znovn, ¢ jsme se omezili pouze na &sla redlna a Ze v celé knize
glove &islo znatpend Eslo redind,
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aspofi jeden absolutni &len je nenulovy, se naz{vi nehomogenni (viz
pfiklady na str. 32 a 76). .
ftefenim soustavy () budeme nazfvat kaZdou n-tici &isel
takovych, Ze pfi jejich dosazeni 2a xy, %o, %5 . % do viech
rovnic soustavy vzniknou rovnostl. Rikime, Ze tato n-tice vyho-
vuje soustavé (1).
Koeficienty soustavy (1) &asto zapisujeme do schémaru

s Fpge vees Mg

| Bggy Qeay o «op dup

.....

g1y Fanzy + v o0 a:.ﬂ-n ”.1

kieré se naziva matice soustavy. Doplnime-li toto schema jesté o jeden
sloupec, kter§ je tvoten absolutnimi Eleny, vznikne tzv. rozsifend
matice soustavy

dyy Fras v+ 03 Fips by “
ﬂglj agg, Lewy am, E;rg i

---------

| mis Fryas - 0oen Smns By -
Pomoc! této matice tedy mii¥eme zapsat soustaviy, aniZ musime Zapisovat
neznime Xy, X ...y %, Koeficienty a absolutni Cleny, =z kterych je
matice sestavena, budeme mazjvat prvky matice. Prvky, které nalefi
jedné rovnici, tvofi tzv. Fadky, prvky tvofené koeficienty 2 éfe ne-
zndmé, popfipad® absolutnimi Eleny, tvoli sloupce matice. Prvky
Qyps Oagy Pagy - - - tvOIL t2v, hlavni diagonilu matice.

Ekvivzlentni apravy

PHi Yefeni soustav dvou a tfi rovoic o dvou 2 tfech nezndmych jsme
rovnice upravovali tak, ¢ po kaZdé (pravé jsme dostali soustavu, jejiZ
¥eieni bylo stejné jako Fefeni soustavy phvodni, Takové dvE soustavy
linedrnich rovnic nazjvime ekvivalentni soustavy linedrnich rovmic
a fipravy, kreré pfevad&ji jednu soustavu na soustavu s nf ekyvivalentni,
nazyvime ekvivalentni upravy.
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¥ sounstavé linedrnich rovnic miFeme

a) zaménit libovolné pofadi rovnic,

b) nédsgobit ob& strany kterékoli rovnice soustavy ¢slem x = 0,

¢} ptitist k obéma strandm nékteré rovnice odpovidajici strany
jiné rovnice soustavy

a dostaneme v¥dy soustavu linedrnich rovanic ekvivalentni se
soustavou piivodni.

Metody fefeni soustav linedrnich rovnic, které v této kapitole probere-
me, jsou zaloZeny na pravé uvedenych ekvivalentnich dpravich rovnic.

Primy a zp&tn¥ chod v Gaussové metodéE

Gaussova climinadni metoda, kterd je jednou z nejuZivanéiich, je
zalofena na steiném principu jako metoda dosazovaci a stitaci. Redeni
soustavy rovnic eliminadni metodou si nejdiive ukiZeme na nasledu-
jicim pfikladu,

P¥iklad 5. Ve fyzice budeme k v¥podtu momentu setrvainosti homo-
genni koule potfebovat vetah pro wypolet soufmn 1* -2+ 3' 4+ ...
eer +(r— 19 4 a3, Plad vEta, e ka¥dy soudet

(c-+dy + (c+ 24 + (e + 3F | ... -+ (c + nd),
kde ¢, d jsou dand redlna Cisla a k, # plirozend &sla, je din mnohodlenem
v proménné # stupné & -+ 1 s nulovim absolutnim flenem {viz hapf.
J. Vyiin, O nekoneénych faddch, vita 1,1, kapitela 1,2), ti.

H
N e+ idl - a4 dgt b a .. gt

LD

kde a, @, .. .,au jsou jisté koeficienty. V nalem pfipadé je ¢ = 0,
d— 1, & — 4. Pro kocficienty a,, as, ..., #z+; dostaneme

bR el e R e T e e o b R R SR o
Postupnym dosazenim prvnich péti hodnot proménné » dostaneme rovnice

Ty 4+ %, + By 4 1Py + 1%, = 14

Qg+ 2y Py, 2y - 2P, =114 2

By + 3y 4+ a4 a4 3, = 102404 3

A5 + 4%, + $Pxy + Hay 45k = [V 24} 3

5% + x4 5%+ Bty 4 Sx, = 14 5 24 3 4 L 5



Po provedeni pfisluinych vypoct dostivame soustavy péti rovoic o pét
nezndmych,

B4+ Mt mt+ X goas il
2%, + x4+ Bay L+ 16x; |- 32x; = 17
3, + 9+ 2Vxs 4 Bla - 28k = 98 {1}

dx, + 163, + Gdxry 4 256, |- 1 024x; = 354
Sx, |- 25%, — 125x, + 625x, |- 3 125, — 979

Matice této soustavy je
-
2, 4, 8 16 32|
3, 9, 27, 81, 243
' 4, 16, 64, 256, 1024
5, 25, 125, 625, 3 125§

z roziifend matice soustavy jo

Y R L L 1, 1

2, 4, 8§ 168, 32, 17

3, O, 27, 8l, 243, 93

: 4, 16, 64, 256, 1024, 354
5, 25, 125, 625, 3 125, 379 .

Soustavy budeme feit takio:

nejdfive ob® strany prvni rovnice vyndsobime postupné &isly —2, —3,
—_4, —5 a po fad& pfifteme k odpovidajicim strandim druh¢ aZ pate
rovnice (ekv. Gpr. b) ¢) na str. 25). Dostaneme ekvivalenini soustavu,
v které ve viech rovnicich kromé& prvni chybi flen s x,.

n+ xnt Xz + x + = 1
2e, L Gy + 14w+ Mz — 15
61, + 24x; + M8x+ 240x, — 95 2y

Daléi aprava bude spodivar v tom, Ze obg strany druhé rDVniOEL po-
stupn¥ vyndsobime &isly —3, —6, —10 2 pfitteme k odpovidajicim
strandm tfet] a¥ pété rovnice. Dostaneme opét ckvivalentni soustavu,
jejt% posledni tfi roviice nebudou mit Zleny 5 Xx; 2 %

26

o+ %4+ xmd x4+ e
2% 4+ Oxy+ 1dx, | 3x, = 15
6x; -+ 36x, 4 130x;, = 50 {3
24x, + 168x, -} 340x, = 260
0x, + 480x, + 2 820x, = 524

Nyni vynasocbime ob& strany tfet! rovnice postupné &isly —4, —-10
g pfitteme {postupné} k pfisluinym strandm &vrté 2 pded rovnice,
z nichZ timto zplisobem vylouéime Eleny s x,.

BT o+ 4+ £+ ot P |
2xy +— 6x, 3+ l4x, 4+  30x, = 15
bx; + 36x, +  150x, = 30 (4)
24x, + 240x, = 60
120x, + 1 320x, = 324

Nakonee ndsobime obé strany {rveté rovnice Cislem —35 a z paté rovnice
vyloudime &len $ nezndmon x,. Obé strany tfetl aZ paté rovoice pak vy-
délime spolednymi délitell a dostaneme ekvivalentni soustava $e sou-
stavou plivodni,

B4 L4+ fH+ 2+ ox=1
2y, + 6x; 4 ldx, + 30x, = 15
3x, 4 18x, + T5x, =25 (5)
2x, 4+ 20x;= 5
Bas=ae ]

Martice t€to soustavy

mi viechny diagonélni prvky nenulové a pod hlavni diagonalou
mé samé nuly. TakovAd matice se nazyvd trojitheiztkova.

Soustavu s trojihelnikovou matici pak vyfciime tak, Ze z posledni
rovoice vypodithme x, = &, dosadime do Sveté rovoice a vypoditime
%, = +, dosadime za x, a x, do theti rovnice a vypoditdme x; = L, potom
28 Xy, Xg X; dosadime do druhé rovoiee 3 vypoditdme x, = 0 a nakonec
dosadime 23 x5, % %, % do prvni rovnoice a vypofitime x = — &.
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Releni této soustavy tedy je

1 1 1 1
M= 3R =10 fa = g0 R mim s B T

ZkouSku si provedte sami dosazenim do pivodni soustavy.
Dosadime-li tedy do vyrazu

Z = nx, + nle, + #Sxy otz b oatxg,

=1
dostanerne vzorec pro vypoder soudtu Crvrtych mocnin  prirozenych
&sel (mocniny budeme psat sestupné).

i, o ® n w158 00— 1)
i TR TR R 30

A=1

Ve sbitkich vzorct najdete obvykle tento mnohotlen rozloZeny

$ e Bt D@+ DG+ 30D
B 30 :

=1
O spravnosti rozkladu se miiZete presvedCit rozndsobenim.

Nz ptikladu 5 jsme si ukézali, Ze FeSeni soustav pomoci Gaussovy
eliminatnf metody se sklida ze dvou Casti, tzv. chodii:

1. pfimy§ chod spolival v pfevedeni soustavy na soustavu s trojihel-
nikovou matici pomoci ekvivalentnich aprav. V prvnim kroku phi-
mého chodu jsme vyloudili pomoci pryni rovnice nezndmou x; z druhé ak
pité rovnice, a tim jsme pfevedli soustava (1) na soustavu (2). V druhém
kroku jsme pfevedli soustavn (2) na soustavi (3) tak, Ze jsme pomoci
druhé rovnice soustavy (2) vyloudili neznimoun x, z tietl a2 paté rov-
nice, Ve tictim kroku jsme pomoci tieti rovnice soustavy (3) vyloudili
nezndmou x, ze Stveté a pité rovnice, a tim vznikla soustava (4). V po-
slednim kroku jsme pomoci &tvrté rovnice soustavy (4) vylougili ne-
Znimon x, z pPité rovaice, a tim vznikla sousiava (%) & trojihelnikovon
matici.

2, Zp¥tny chod spoival v postupném dosazovani z posledni rovnice
soustavy s trojithelnikovou matict do rovnic pfedchézejicich. Tim jsme
nalezli fefeni soustavy.

Piiklad 6. Gaussovou eliminadni metoden Fedte soustavu;
28 '

2%, — L3+ nL+ ox=-—3
5ot 2%+3mt o+ x=—2
3x — % — 2%+ x4 2= 1
—xy - 2m - dx, — Txy— 2x, =2
— 23 4 dxp + Oy + 5%, — 4xs = 6
Reteni budeme zapisovat do tabulky L. Do prenich péti sloupe zapise-
me koeficienty n nezndmych a do Sestého absolutni Eleny; v prvnich jest
sloupcich jsou tedy prvky roziifené matice soustavy. ¥ sedmém sloupci je
oznateni rovnice Sslem v hranaté zivorce a piedpis, jakou ekvivalenini
{ipravou tato rovnice vznikla. Nap#, vztah [37] ~ [3]. 2 — {1]. 3 znamena,
%e rovnice [3'] vzmikla tak, Ze jsme obé strany rovmice [l] vynisobili
tfemi a odefetli od dvojnasobkl pfisluinych stran rovnice [3].
Vihodou tabulky je, % pfi feSeni nemusime stile opisovat neznimé,
a %e cel§ postup fefcni je pfehledné zapsin v poslednim sloupci 2 ktery-
koli krok mffeme snadno zopakovat, hledime-li chybu v fefeni.
Tabulla I

Koefcienty el [
i i b n.im g rl ‘g‘lgi‘ i Oznadeni rovnice a ekvivalentni Gpravy
% | m l L . T ... |
g [y l 3 1l s i
1 A% 3 1 11 —2 [2]
3| — | -—2 1 2 1 E]
—1 5 —2 af —7| —a2| —2 [4] o
—2 4 | 51 5| —a4 6 | i5]
I.. I P
5 3 1 1| —1 (2] ~[2]. 2 —=11]
1| —13] —! 1| 11} [3]~[3].2—[11.3
e IE] —i%] w3l o7 [47] ~[4].2 L+ [1]
3] g §| —3| 3 5F~{5] +I11
1 |
| ; B
-G8 | —& 4. 56 [3] ~[37.5—[27]
14! —12| —2| —8 ¥l ~[4] [
| 12 o —& G 5 =57 .4 —[21
| '. ' :
' | —225 | —20 | &0 | [47] ~[47].17 + [37.%
| o0 —60 | 180 5] ~[57. % 4+ 21.2
._n..l. £ -
|
| _ —24 | 102 51 ~157.% + (4"1. %
1 . 1 -
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Rovnice [1], [2], [3"], [47], [5"*] tvofi ekvivalentnd soustayu
2 — x+ 3+ £+ X, =—3

haiolo Bx e ek N——l
— 68x, — b6x, 4+ 4x,= 58

— 225x, — 20x, = 60

— 34z, = 102

% trojihelnfkovon maticl
] p SO PR 1, 1]
' 0, 5 3 L, 1]
‘o, 0, —68 —6 4
o 0 0, —225 —20
:’ 0, 0, 0, B, —34 |
Tim jsme provedi pfimy¥ chod., Nynl provedeme zpétny¥ chod.
Z rovoice [5°Y] dosadime za x, do [47] a vypoditime x,. Za x; 3 x, do-
sadime do [3"] a vypolitame x,, Za x,, x,, ¥; dosadime do [2] a vy-
poditime x, 2 nakonec do rovnice [1] dosadime za x, x, %, ¥, a vypo-
tdme .. Refeni soustavy je
H=n=Lxx=—Lx=0x=-3
Zkouikn provedte dosazenim do piivodni soustavy, nikeli do soustavy
s trojuhelnikovou matici, nebof je mo¥ng, Ze jsme v ekvivalentich
wpravich udélali chybu,

P¥iklad 7. Ganssovon eliminafni metodon Felte soustavu

2-.";'1 — 3‘.":3 + X = 3
43’1 — A 3:1:3 + Sx.i = 1
—--2:(1 + 2—:‘63 + 43-‘3 — gx._d, we —3
Ekvivalentni tpravy budeme zapisovat pomoci rozélfené matice sou-

stavy, Znaménko o~ mezi maticemni vyjadiuje, ¥e ob& matice ndlek{
gkvivalentnim soustavim.

| 2,-3 1, 0 3 |2, -3 1, 0 3
]I A lpeds 50 1| am 0, 5 —3, 5, —5
i _2: 2: e '9: ~2 0: .—I, 5, —9, 1
|2, -3, 1, 4 3|
~ o 1,1, 1, -1
e 0 1, -2 0
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Vysledna trojthelnikovd matice je roziifenou martici soustavy

le =E 31-'3 '|‘ Xa = 3‘
X— %+ %=1
g — 2x,= A\

Posledni rovnice md nekonedné mnoho Fedeni. JestliZe jedno disle z dvo-
jice Xy % libovoln€ zvolime, je tim druhé urdeno. Zvolme napf, x; = o
kde « je urdité dislo. Po provedeni zp&mcho chodu dostaneme

o
x]_:'ia Xp=a— 1, 0 =1020 %=

Naptiklad pro = = —8 je ;= —4, 1= 9, &= —16, x, = —8.
P#iklad 8. Refte soustavu, jeji2 roziifend matice je
|2, =3, o —1; 5i
|2, 1, 1L, 0, —2]
0, 3 L-L 3]
4, 1, 2,2, 4j.
Ekvivalentni tipravy budemne opét zapisovat pomeoci matic:

2: _3: D: _13 5 ll 2.1 _3: ﬂ': "'1.1 5 iy
2: 1.1 1: ﬂ'} '_2 . ﬂ: ":1’: 1.1 1: _T P
B 3, L=k 3|7 [ 3 Liesly 3
4l 4.; 1, 2, —2, 4j 0, 7, 2, 0,—6]|
2 S8 i, =1, 5 2, —3, 0, —1, 5'!
Q. 4. 1. L7 o 0, 4 1, 1,7 f
B S B TpeeTel B3 0, 0, 1, —7, 33|
a 0, I~ =4 lo, o, 0 0, 8j
Posledni matice je roziifenou matici soustavy
22, — 53 — X,= 5
413 + Xz - Xy = —7
Xy — T:-."., = 3%
0.x,= 8.

Protofe posledni rovnice této soustavy nemd fefenf, nemd dana soustava
feleni.

Z pikladii 7 2 8 vidime, ¥¢ pomoct Gaussovy metody lze zjistit,
mé-li soustava feleni, a je také mo¥ne vyTfedit soustavn, kterd méd neko-
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nefné mnoho fefeni. Podrobn¢ se fefitelnosd soustav budeme zabywvat
jeste pozddji.

CVICENT

25, Odvoedte vzorec pro vypodet:

A) 1B 24 3, 4ot

By B 2 3L, ot

) 12+3¥ L5+ ...+ (2n—1F-

d B+ 3+ 5+ ...+ 20— 1P

e 14345+ ... +@—-1)

26, Gaussoveu elimina#ni metodou felte soustavy rovnic:

a) 3x, 4+ 20,4+ 2t dn=0 b} x+2%— 3+ x=
5%, 4+ a4+ b dxy =1 2x, + xp— 3xp 4 23y ==
T+ %+ -t m—=2 3y + Bxg + oxy — dxy =

1+ 2y 4+ Jxg — 2xy ==

¢} mt gt #l me=3 d)Em—dx i+ oo —Tx= 2

et B —

2x — Bxg - xp— x=7 —% + xp— 2my 4 2y, = 2
24 ozl oxg—3x, =5 Zxy+ dxp— my ) 3xye= 3
%+ ﬁ-xa 4 2y - 4y =2 dx, — Xy — 2xy — B3y == 1
e Sk b M — & tdx,— x= 18
—x — X Sxg 4 oy =-—2
41:3—_ x3-|- x4—3x5= 2
_21'1 e 5.}:3 - 3:(:3 — 31,1 + 23:5 == ——1
3x1+3x2+ Xy —4355—' 11
f:l ij £ Bxg ' 41,’ T 5:\:5 = 28
Xy o 3wy 3y = —7
2z — Sxg + 4y — xp= 35
Byt wp— mp— 2+ 3xpe=-—F5
8x, + Txg — 62, e 3]
27, Gaussovou eliminaini metodon vyfefte viechny pfiklady = predchoziho
o

C. NEKTERE MODIFIKACE GAUSSOVY ELIMINACNI
METODY

Schéma jediného déieni

Dosud jsme Fefili soustavy, jejichZ koeficienty byla cela Cisla a TeSeni
byla &sla racionilni. Na pfikladech jsme si ukdzali princip Gaussovy
metody, tj. pievedeni soustavy na soustavu s trojdhelnfkovou matict,
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Modifikace Gaussovy metody, kteton nyni ukdfeme, je vyhodna
k feteni rovnic s vicecifernymi koeficienty pomoci samodinného pofitace,
kalkuladniho stroje, nebo logaritmického pravitka. Podstatou je opét

pievedeni soustavy na soustavu § trojtihelnfkovou matici ekvivalentnimi

Gpravami. Postup si ukifeme pa Fefeni obecné soustavy pEt rovnic
o p¥ti nezndmych, Pravé strany pavodni soustavy budeme znadit v tomto

piipadt pay Pas oo os P

(1} Xy + dpfy - @ + Ea¥ T 2 =
(2] dnn ¥y T Qe T G T Gaa¥e T Bos¥p = P
[3] g Xy ap¥e + FaaXa T Apu¥y T Dap¥; = Py (1)
(4] Xy o dypXy + Rea¥s + Gy T 2gs¥s = P
[3] 5% T QX b Tpya T ¥y T el = Ps

Soustava mus{ byt uspofddand tak, aby a;, == 0. Ob& strany rovnice 11
budeme délit koeficientemn @y, kter§ budeme nazyvat vedoucim prv-
kem v prynim kroku. Rovnici [1] tim pfevedeme na rovnici [1'], v niZ

koeficient u x, bude b,y = 1. Z rovnic [2] £ [5] vylondime neznimou x;

tak, ¥e postupnd ob# strany prvni rovnice vyndsobime {isly —au,
— gy v .y —d; & po fadd pFitteme k pifshu¥nym strandm téchte rovoic.
Dostaneme ekvivalentni soustavu;

] Xy 4 ByaXy + braks + braxy + bisXs = &

(2] boptty + Bogity 4 Doy + bos¥s = @

[3'1 bagky + begy -+ baXy T bss¥s = 4y (2)

[4] Bygy -+ Biay + bya¥y + Bys¥s = Gy

(57 gy b Bpae & bagky + bk = g5

Koeficienty a absolutni Zleny soustavy (2) miZeme vyjédiit:
'{’11:%= 1, E’lz='%:---

by =an — @y =0, by = @y — T Y
bm. = Gy — dy = 0 By = 2y — bz -

Eili

E]‘ ] ﬁ ' . 5 — P_l
1 rn J=2,3,45q o

by — @y — @by ¢ = P — g Lhi=2,% 4,5
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Upravu ka¥d€ rovnice miZeme symbolicky zapsat

) ~m. -,

.
[£] ~[] — @[], kde §{=2,34,5
Znacka ~ opét vyjadiuje, Ze rovnice ['] vznikla z rovnice [f] naznadenou
ekvivalenmi dpravou.

Za pfedpokladu, Ze je by, =+ 0, vydélime ob& strany rovaice [2'] koe-
ficlentem b, ktery budeme nyni nazyvat vedoucim prvkem ve druhém
kroku. Vznikne rovnice [2°], jejif pomoci vyloudime z rovnoic [3], ..., [5]
nezndmon x,, Rovaici [17] jiZ upravovat nebudeme. Dostaneme soustavu:

[1] %+ by + Bty + b + s = g

(2] Xyt Ca¥p - Cg¥y T Cas¥s = T
[3°] Cap¥a + Cudy + Cas¥s = g {3)
[4] C13%s & Cu¥y + Gus¥s =y :
5°] C33¥3 + 50ty + O35 = ¥
Koeficienty a absolutni Cleny soustavy (3) mlfeme vyjddiit ve tvaru
Loy L
Cayr = 'E".“.z,j SRR S T

Oy = by — B . Capy 7 =g — bt i f =3, 4, 5.
Symbolicky opét tuto Gpravu mdfeme napsat ve tvaru
L P 1
27 & 2]
iz
[{'] o [{'] — Bal2"], kde 7=3,4,5.
Dile prevedeme soustavn na tvar:
X x + Buaxy + bygxs + by +bsxs = @

2’ Xo |- Cpp¥p + En¥y + E5¥s = 1y
3% Xy day¥y + dys¥s = 5, (4}
{471 dyxy + dists = 5y
57 %y + das¥s = 7
Upravou
dy =, j=ds55 5="2,
: Cia Cay

dy = cy — gy & = 1y — Gusfs3 6§ = 45 5,
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neboli

ar ¥

a8l
(7] o [7] — €al3): kde i = 4; 5.

Nyni provedeme Gipravu

w1

[47¥] =~ [47] I
(5] oo [57] — dul4"]

a dostaneme soustavu, jejif posledni rovnice méd tvar e,x, = 5. Ohé
strany této rovnice vydélime koeficientem e, Vyslednd soustava

11 %+ by 4 buaxs + byaxy 4 bisXs = fh.

[27] ¥p + Coakp + Cpa¥y T Cas¥s = ¥y
[37] ¥y 4 dydy + das¥s = 8
[4¥] Xy T+ 45¥; = &
[57] *y = s

mé trojaheinikovou matici
U1, b b b bis I|

0, 1, Cyms  Cogn Cag i

D, 0, 1, dap dis

00 il B ol s
1o, o 0 0 1

Tim jsme provedli cely pfimy chod.

Pii vé3im podm rovmic 4 nezndmych bychom postupovali analogicky
dile, Vyhodou téte modifikace Gaussovy metody je, Ze diagondlnl
prvky, 1. koeficienty by, Con duss Lass fons J50U VESMES TOVOY jedné, takie
ve zpémém chodu odpadne dgleni. Zpémy chod provedeme opét tak,
¥e budeme postupné dosazovat za x; z paré rovnice do Ctvrté, potom za
x, 4 x, do tfeti, dale za x,, x, a ¥x; do druhé a nakonec dosazenim do prvé
rovnice vypolitime postedni neznimou. Schéma jediného déleni, které
jsme privé vylo#ili, lze zapsat do tabulky IL. Vypolet se m stane pre-
hledny a2 znatn& se omezi moZnost numerické chyby. Behem felenf
neustdle pomoci kontrolnich soudtii kontrolujeme spravnost vypoctil.

Piiklady, které budete fedit pomoci schématu jediného déleni, fedte
pii praxi v strojnd podetni stanici {ddle jen SPS) na kalkulacnich strojich.
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Tabulka je uspofddana takte: V prvnlch péti sloupcich jsou po- :
stupné zapisoviny kocficienty soustav (1), (2), .. ., (3) 2 v Sestém sloupei
jsou jejich absolutni ¢leny. V prvaich Sesti sloupcich jsou tedy opét prvky i} g [
roziifenéd matice soustavy. V sedmém sloupc, oznadeném o, jsou tzv. g £ i !
kontrolni souttys jsou to soudty &sel 2 tého? fadkua v prvnich Sesti @f; o T
sloupeich, 1. soudty koeficientd a absolutniho dlenu téfe rovnice. V de- 2 £ —ooo San R
vitém, poslednim sloupci jsou Fidky ozmaleny tak, jak jsme na ped- g e I I ‘T 4
chézejicich strinkdch znadili rovnice; zdrovedt je maznadeno, jek pHi- Bz ~ET T “L-?&LL b
slugny Fadek vznikl. Napf. [2] oo [2] - au[1’] znamens, %e Ssla fadku § u S EEEE| SoEh & Zh 22k
[2'] vznikla takto: K sl @y, Gu Gags Gaes Gas 2 prvoich sedmi sloupeil NEER R KN ; 1
v fadku [2] jsme po fadé pficedi prvnich sedm disel Hdku [17] zné- S HETE| SRREh| Bewh M ool & b| &
sobenych Cislemt —a,,. Tak jsme dostali Sisla dus Bagy By Fars g2 8 2 Sisla T : :
o Cislo X, které zapifeme do osmého sloupee fidku [27], Toto disle X7 E | o tetal Bs Bal o
musi bft rovno kontrolnimu souétu o,, nebot Egr‘* 8RN N R M =
Ly == 0y — A0 = @y + @ + G b Gy o Gy o P Gall + b+ ;ﬁ - = i
+ B - by 4 By @) = (@ — @) - (@ex ~ Bubie) + (Bes — '__E_'"“' snzens oyl e m b vl oty Be B
— Gabia} - (@ — @uibny) + (ﬂ:».'s_ — anbys) + (P2 — tnth} = s’—g i _ta il IR
=ﬂ+bse_:bea+bm+bas+'h=5;: i — |-
tedy skutedné
I, = oy 8 |saaa|s es3s| ¢ ey an 23
‘Podobné bychom provedli dfikaz pro viechny ostatni fadky. Zjistime-li, i
Ze se po nékterém kroku fisla 7. a 8. sloupce sob& nerovnaji, A ! Bl it - 5 o
udélali jsme chybu ve v¥poltu, 2 musime jej opakovat. Tim ne- F SIS &S IIIE & FEH v ) &4
ustile kontrolujeme spravnost numerickych vipolti.
Priklad 9. Pomoc! schématu jediného déleni fefte soustavu; ﬁ. desesal s essz 3234 ¢ 3s
5,14x, — 0,34%, + 0,13x, — 0,435, — 0,11 R |
443x + 2,43%, — 0,18x; — 2,36x;, = — 0,46 1 e =
0225 + 2,22%, 4+ 0935, — 2,252, = 0,28 slel soseel 2 2252 & 529
—4,47%, + 0.09x, 4 0,855, — 0,28x, — 0,98 E‘ Gl S e
Refeni budeme zapisovat do tabulky III. 7 | o
Roziitens trojihelnikové matice vysledné soustavy je a% P2 EIE T 2ESE~
1, —0,066 15; 0,025 29; —0,083 66; 0,021 40 i[ i)
i1 0 15 —0,107 24; —0,730 58; 0,205 74 | =
Iiﬂ; 0 1 —0514 63; 0,627 59 ‘ % A §FEFE -
i 0; 0 0 1 ; 2914 51 |l. .l
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Tabulka III

L3
o3

-
4
i1
H
{ e
&8 = :
=) 89 o,
'%E' o e e il 3
[=] ey i =
g5 o Iﬁﬁ %% B
- b= in -t = = b
E.E w}g\ﬁ ot | =) = —
% -—||-—| o= |-\.'|! _:‘l .w':!:
g W+ 2 i =
L b e e Lyl ~op iy T 'E;‘ 2
& S EEE | EBE| o ox | 2|
L I ro R, 1 i
s
Tt r ey TR & ok Y
=R ol BonE oo | B
T T [=4] B O U L] \ﬂ‘g (=] (=] ]
_— R 2 W 5] =h [=]] @
gMNa\ — gﬂ ] %
I — T = = ™ - -
- Wl o En T @
o :T._c.—. .?.—l-uq - =
o oo Ut =3 - Ty ~1 -
2288 | £88) 838
o EETE B ﬁ %Nm = &
i I
- = .- p=3 =) -] el
3 s 238 EEE g7 | %
_& - a0 8 bhEg g - 5 —
F: g 2 B8 T - A S
3™ == = o - Ta— i P 3
< T T
B& S 2 EH E%
o oE - = 3% = i
J es5g | 2 858 | S 88| 5 £ | -
997 L T 098] T 1% 7°
o :
b2y
E g 22E b 5
s omps | B B¥E | S 28 | -
= [ ] |
£ 2233 | & 923 %_:,:
= ]
|
‘E‘ o m o=
= - foa] §§g?‘1
g f A94S RN -
E o ed = R s B
b | i]
EERE
W I.I.'\-:!'D-‘T —
5

Po provedeni zp#tmého chodu dostaneme FeSeni:
Zkoudka:
I, = 1,819 05 — 0,732 25 4 0,276 57 — 1,253 24 = 0,110 13, P, = 0,11
L= P -+ 0,00013, |L, — & | = 0,118 94 [Py,
L, = 1,567 78 |- 5,233 47 — 0,382 95 — AB75 24 = —0,450 94,
Pg ) _ﬂ,"]:ﬁ_;
L.= P, + 0,00006, |L, — P.| = 0,013 % | P,
L, — 0,077 86 + 4,781 19 + 1,978 56 — 6,557 65 = 0,279 96, P, = 0,28,
L:]- = Pa - ﬂ,ﬂ{}ﬂ Ma !LB S P3| = ﬂ:ﬂ'14 3 ﬂ,-"::r 1Pa |:
L, = --1,58193 - 1,356 82 4- 2,021 11 — 0,516 06 — 0,970 94,
P,; = ﬂ,ggi
Ly= P2, — 000006, |L; — Pl = 00061 % FAR

x, = 2,014 51,

Viditne, e nalezené hodnoty neznimych nevyhowuji definici fefeni
soustavy rovnic. Vlivem zaokrouhlovini bthem vypolth objevily se pak
pti zkousce mezi levymi a pravymi stranami urité rozdily, které budeme
nazgvat rezidua. V téchto ptipadech budeme za fefeni soustavy pova-
Jovat ty n-tice &sel, pro které nebudou absolutni hodnoty reziduf vEtsi
ne¥ jistd, pfedem stanovend hodnota. Hovofime pak o pfiblifném fedent
soustavy, V piildadu @ mé nejvEEi absolutnd hodnota reziduum £, — Py,
ato L, — P|=0,118 %, |7 |. Kdybychom po¥adovali vitii piesnost,
tj. mensf rezidua, museli bychom zfejm# pfi refeni pofitat s vErEim
poctem Cislic.

PFiklad 10, Pomocl schématu jediného délent Fefte soustavu:

x, |- 0,425, + 0,54x; 4 0,66x, = 0,3
0,42% + % + 0,32z, 4 0,4dx, = 0,5
0,54x, 4 0,32x, + x, + 0,22x, — 0.7
0,66x, + 0.44x, + 0,22x, + x, =09

Ned zafnemne Fedit, viimneme si marice t€to soustavy:

1; 042: 0.54; 0,66 :
0,42 1 0,32; 044 |‘E
Q.54 0,32; 1 022
006 044; 0,22, 1



g Tabulka IV

I
I
i
2%
ag."
[} —
= iy T
L5 24, 8, at
o oo o
&= B L THES P , =
Za el e 25 g QE s
W= oo w gk —i = el
= - [y = - =
o & LD bl £ P ] )
g-—- = e = & |_‘.-_'.' X =
% ]| S 11 ' -
| % iy g £
H = P el
& oL e il id it T T T
R e vl = T B o g
bR A N e L i 03, e A b
= =] & e [ —
aR 2R ) o
" 2888 | & 88 s 8| %
il R —_ = — - ol
[ 3] H -]
EHE 8 oo 9 =
o g8 | §d2 | 3 8
SERE »EER = =S - S
i S ol o - - - P of
<
7 %‘3'"-’ 2 Z5 B = g
= E@ F na & B
) T - @
R | mune | afOE = g moE 3
ﬁ P e G e = oo = —
I B Lt [ el
253 B 28 oo
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V této matici je @, = ap = 0,42; ay = ay = 0,54; o, = aﬂ_-f_‘rﬁﬁ
oy = @aa = 0,323 au = @y = 0,445 ay, == ayy = 0,22

Obecné tyto vztahy mZeme zapsat a; = @, 4, f = 1, ..., #. Tekoviw
matice ¢ mazyvi symneiricka. Pii fefeni pomeoci schematu jediného
déleni je zfeimé, e také by = by, oy = ¢ ard. Pii zipisu feeni do
tabulky (tabulka IV je proto mozné vynechat zapisovani prvki stojicich
pod hlavni diagondlou. Provedenim zpétného chodu uréime fefent
= —1,257 80, x = 0,043 48, x, = 1,039 17, x, == 1,452 40.

Metoda hlavnich prvki

Pomoci schématn jediného déleni mame fefit soustavu rovoic:

G,y — 0.9%%, + 9.24x, — 8,32x, == —028
0.84x; — 0,13x, — 830K, - 0,25x, = 2,44
8,445, + 9,15%, — 0,18x, - 3,18, = 0,35
1,63%, — 5.66x, -+ 0,25x, — 7,43x, = 3,24

Vipolry budeme zapisovat do tabulky V.

Soustava § trojihelnikovou matici ma tvar

x — 0,154 7dx, 4+ 1,537 44 x;, — 1,384 36x, = - - 0,046 59;

%a -+ 482 572,5x, — T0 643 =x, = —-123 957;

s — 0,146 39, — —0,256 87:
%, — 10,068 11.
ZpEtnym chodem dostdvame
x = 1L,05501, x, = —6,237 77, ¥, — 1,217 00, x, — 10,068 I1.
Zkoufka {dosazenim do pavodni soustavy)
L, = 66,440 61 + 5,801 13 4 11,245 (08 — 83, 766 68 — —D,ZTQ 86
P, = —0,28; L, = P, + 0,000 14;
L, = 9,286 21 + U,EID 91 — I0.E74 12 + 2,517 03 — 2,440 03,
Py =244; L = P, + 0,000 03;
L, = 93,304 28 -- 57,075 60 — 0,219 06 — 32,016 59 — 3,993 03;
Py=085; L,=P,-}3,14303; L; — P; = 370 %, Py;
L, = 18,018 67 4 35,305 78 4+ 0,304 25 — 74,806 06 = —21,176 36,
Py=324; L, —~ P, — 24,416 36; |L, — Py| =755 % P,.
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ﬁ Tabulka ¥

Ze zkouSky vyplyvé, Ze fefen! vypolitane z vysledné soustavy nevy-
hovuje soustavé zadané. Pii dosazeni do tfet! rovnice je absolutnf
hodnota rezidua temér ftyfikrdt v&3i ne prava strana a pii dosazeni do
ftvrte rovnice je dokonmce téméf osmkrit véti To znamend, Ze neni
zarufena ani jedind platnd &islice feSeni.

YV fem ié pfidina chybného vvsledku, kdyz viechny kontrolmi soudty
vyily velmi piesnd a bfhem vpodtu jsme ve druhém kroku poditali
s dvojndsobnym podtem &slic ne? v plikiadu 92 Phitom rezidua v pli-
Eladu 9 méla maximdlni absolutnd hodnota 0,118 4 [Py

Rozebereme si podrobndii pfedeviim druby krok. Koeficient &, =

— 0,000 02 jsme vypoditali ze vztahu aﬂ = gy — 22 g Koeficient ay,
jsme zadali jako Gplod dslo. "lf}raz 28 g, je vsak Zislo zaokrouhlené
1

na 5 desetinoych mist, tak®e jeho absolutni chyba je 0,000 005. Proto
ma i koeficient &, absolutni chybu f = 0,000 005. Relatvoi chyba je
o= Eﬂi — ﬂM 25 o
=T By 000002
Relativai chyby

; .3 # P
o
koeficienti bm b, 8 ahsnlumihn élenu g, jsou velmi nepatrné, prlhhzné
Biy = Bl = #, = 0,000 001 == 0,000 1 %,.

Protole relativof chyba podilu je tovna soufm relativnich chyb délence
a délitele, jsou relativni chyby

_____ Ve o P - ¥u .
Yap = a" Vg = Eﬁa., Vg s {?3__?3
koeficienti
b B, b
fgz — b—:: fax = E:H s Uz __;:1__, ¥y — g_g
22 Bz 2n
rovny

?";2 =E V:;a o ':”;4 = 5?; = ﬁgz -+ 0,000 1 % = 25 %,
Napiiklad absolutni chyba koeficientu e, — 482 572,500 00 je

(podle vztahu, %e absolutni chyba je rovna soufinu relativai chyby
a stfedni aproximace Cisla) rovna

Yoy = Vg - Gy = 120 000, takie o, = 567 732,235 3 & 120 000,
43



7 dehop oviem vyplyva, fe ani jedna 2 Cslic nend platnd, a piibliZnf plati
500 000 < ¢p; == 700 000,

Podobné bychom doéli k tomu, Ze také Cislice, kterymi jsine v tabulce
zapsali kosficient €., 8 gbsoluini &len r,, nejsou platné,

Jelikoz pro daldf koeficienty ve druhém kroku ey, kde 4, f - 2, plati

Ty == E"{; = bigﬂgj,

nemaji ani tyto keeficienty v tabulee Zidnou platnou &slici, nebot abso-
lumi chyba soudind ey je a2 milisnkrat véts nef absolutni hodnota
koeficientit by pro &, j = 2. Tim jsme tedy ve drubém kroku ztratli
viechny platnd dislice a soustava, S kterou jsme pracovali ve tfetim
a &vreém kroku, neni proto elkvivalentni se soustavou gadanou. Proto
tefeni soustavy s trojihelnikovou matici nemusi byt Fefenim zadané
SOUSTAVY. '

Jak jsme zjistili na piedchézejicim prikladu, neni Gaussovo schéma
zeela univerzdini, nebot s¢ mize v nékterém kroku stit, Ze vedouci
prvek je velmi blizky mule, jako v tomto pkikladu, nebo je piimo roven
nule, co? by nebylo v souhlasc s predpokladem, ktery jsme vyslovili
pii obecném odvozovani na str. 33. Abychom zjistili, je-li tento pted-
poklad splngn, museli bychom provést prakticky stejne vipolty, jake
vysaduje provedent celého schémana.

Je prote vhodné schéma jediného dilent porgkud meodifikovat 4 ne-
pFedepisovat pfedem potadi vyludovanych nezndmych. Jednou
2 nejlep¥ich variant volby vedoucich pevkil je schéma jediného delen
hlavnimi prvky. V tomto schématu nevolime jako vedouci prvek
kroku koeficient, ktery stoji nejvice vlevo ve druhém Fadku predchize-
jiciho kroku, ale ten, ktery mé ze viech koeficientd rovnic, které budeme
v tomto kroku uptavoval, nejvétsi absolutni hodnotu, Nazyvime jej
hiavni prvek.

Metodon hlavnich prvkil nyni soustavu vyfeSime.

Vypodet budeme zapisovat do tabulky VI; hlavni prvky jsou prvky
v rimedcich.

Vysledna soustava je tvofena rovolcemi

('] 0,650 43x, — 0,100 65z, + %, — 0,900 43x, = — 0,030 30;
31 0,937 06x, - % — 036598z, = 0,092 48;
[47] —0,728 12x, 4+ x, = —0,406 67;
[2%] ¥ = —,507 73
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a vhodnym uspofidinim neznamych ji milfeme napsat tak, aby méla
trojtihelnikovou matici, .

x5 — 0,100 651, — 0,900 43x, -+ 0,650 435, = —0,030 30;

x, — 0,365 98x, -|- 0,937 0ox, = 0,002 48;
#y— 0,728 12x; = — 0,400 67,

= —0,507 73,

Poradi vypolitivanych nezndmych ve zpfiném chodu se oviem ztnéni.
'V nasem ptipadé je pofadi vypolitdvanych nezndmych x, x 2 x.
Refen! soustavy je
x = —050773, »=028413 =x, = —037052, x, — —0,776 30,
Zkondia:
L, = —305146 — 0,264 23 — 3,423 60 - 6,459 32 = — 0,270 97;
P, = —0,28; L, = Py |- 0,000 3;
L, = 0,426 49 — 0,036 94 3,097 55 — 0,194 09 == 2,440 03,
P,=244; L, = P, - 0,0003;

L, = —4.285 24 + 2,599 70 + 0,066 69 + 2,468 82 = 0,849 97;
P,=0,85; L, = P, — 0,000 3;
L = —0,827 60 — 1,608 12 — 0,092 63 -}- 5,768 35 = 3,240 00;

P,=324; L, = P,

Refeni vypolitané metodou hlavnich prvki splfivje soustavu velmi
dobie. Ubytek plainych &islic pfi fefenf toute metodou je velmi ne-
patrny, neboi koeficienty rovaic [1°], {37], 471 [2Y], pomoci nich#
jsme eliminovali, jsou velmi malé, takde pfi zackrouhleni na 5 desetin-
nych mist jsou viechny jejich &islice platné. Upravy zasahji Sslice
niféich Fada, napfiklad c., = &y, — 0,355 52. Poletni pracnost je také
mnohem menéf, nebot pii vypottech se vyskyruji maximélng 3esticifernd
Cisla.

Uvodn{ pfiklad 9 na schéma jediného d&leni byl jiz tak sestaven, aby
vedouci prvky byly soucasné hlavnimi prvky, proto vypoditané fefeni
velmi dobfe vyhovovalo soustave.

P¥iklad 11, Metodou hlavnich prvki fefte soustavu:
0,12%, — 241x, — 034x, 4 O,16x, = 0,32
0,252 + 0,1 x, - 5,322, — 0,42x, = 004
0935, + 0.62x%, — 044x, 4 0,135, = —0,52
021%, — 0,48x, — O,11x, - 44%x, = 0,74
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Vypolty budeme provadét na logaritmickém pravitku a zapiswaf Ve
tvaru tabulky VIL
Doili jsme k soustawi

0,047, + 0,019x; + %, — 0079, = (0,120,

0,048, — 0,108, Foxy = 0,170;
—0,054x, + = —0,142;
x, = —0,401.

Zpétny chod bude spofivat v dosazeni 28 %, do 3. rovnice, za x;, x, do
2. rovoice a 2a Xy X X d0 L. rovnice, Dosianeme feieni

% = —4,40, x, = —0,16, %, — 0,16, x, = 0,17.

Polet operaci ve schématu jediného déleni

Nakonee nds bode je¥tf zajimat, kolikrdt musime celkem ndsobit
a délit ph feleni soustavy = rovnic o # neznamych pomoci schématn
jediného deleni. Proto¥e v schématu hlavnich prvké je stejng podet
operaci, budeme vySerfovar pouze zdkladni meodifikeci schémarn jedi-
ného déleni.

Pfimy ched

Prvni Erok. Mejdfive jsme viechny koeficienty, abselutni &len
a kontrolni soudet Fddku [1] vydélili koeficientem ;. Provedli jsme
tedy celkem

P = n -} 2 déleni.

Potom jsme postupné vyndsobili viechny koeficienty, absolutn{ Clen
2 kontrolni soudet fadku [1°] &isly @y @ap + - -5 @np 2bychom je mohli
odedist od &sel v fadcich 2], [3], . - ., [#]. Néisobend koeficientu by; = 1
nebereme v dvahu. ProtoZe v fadku [1°] jsme ndsobili » + 1 &isel & cel-
kovy podet koeficientd @u, @y - ..y @ j& 7 — 1, provedli jsme celkem

Pl=m+DH—1
nasobeni, tak¥e v prynim kroku jsme provedh celkem Py, — P, | P, =

=#+ 2+ (#+ 1){r —1) nisobeni a déleni. Po dpravé dostivime

Pi-_- ?'FE'!_'H+J..
48

Druhy krok. Ve drubém kroku bylo o jeden upravovany fddek
a jeden prvek v kafdém Tédku méng, Proto poukijeme vztabu odvoze-
ného v prvnim kroku, risto # viak do n¥ho desadime » — 1.

Po=m—12+m-1-+1
Tieti krok.
Py=(n— 2P+ —2)+1
atd.
1% krok. o .
V i-tém kroku, kde ¢ je pfirozené &islo 1= 1=, by]n:.u i 1 uptavo-
vangch Fadkit a  — 1 prvkl v kagdém ridku méng, ¢l
P=m—it1Pd m—i+1D+1 =t 3+ 3 — 2nf - 34
Celkovy pocet nisobeni a déleni v piimém chodu je '

PePit Pyt ... —I-Pﬂ=2{n3+3ﬂ+3+f“—21ﬁ—3ri).
=1

Tento soulet mifeme rozd&lit na dest soudt

a - " s x «
P:rZﬂ“-}-ZEﬂ —|—23—t-2£“—l 2:2#—231'.
=1 - =1 =1 §=1 =1 ta]

Prvni i soulty vypolitdme snadno. Jde totiZ o 1o n-krit sedist totéZ
Sislo, neboli vyndsobit toto Sislo Cislem n, takZe

H

P \ = n,.n= ,“3-.——3.
Eﬂﬂ—n.ﬂ ﬂs,glﬂﬂ 3m .0 31@*2 n

R =1

L3
SauEe.tZ 72 yypoditejte podobné jako muc‘:etl:‘* v pikladu 4 a dosta-
t=% =1
nete vysledek .
Z . 200 3nftm
= “§

b=1

Podobn# vypolitime po vytknud 2z a 3 soulty

A 1 n : = . 3n2+3ﬁ
2211{:2?:25:?:3'7?1“:23::32::—2 -
f=3 i f=1

-] im]
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Po dosazeni dostaneme
P=p 304 30+ E—i—_guﬂ_ 5 5 W nt - ot — EZ%-E,H_

a po upravi
P ;—(na 4 31 4 5.

Zpétny chod

P_rmi krok. Dosadime z3 %, z #-t¢ rovnice soustavy s trojGhelnikovou
matici do rovnice predposledni. Provedeme tedy 2, = 1 nésobeni.

: gruhy' krok. Dosadime za x, a x,,, provedeme tedy Z;, = 2 niso-
CIM.

i-ty krok. Z, =4
Cetkemn provedeme ve zp2iném chodun # — 1 krokd. Celkovy polet
nésobeni tedy je
=1
z=z;_‘+‘23+ Y +zﬂ—1= 1 +2+ a4 +(ﬂ_' ljzzip

i1

" —

-
Podet nasobeni a déleni potiebny k vyiefeni soustavy # rovmic
o » nezndmy¥ch pomoci schématu jediného déEleni (popiipadé
schématy hlavnich prvkd) tedy je :

Z—

C=P+Z=2(+3m+ 5}7’-?-’2—-'42'3,'

Cﬂ-g{%ﬂ—;—gm}-?}.
MNésledujici tabulka ukazuje, jak verlstd polet operaci pifi zvySovéni
pocitl rovoic:
Tabulka VIII

! !

| Poket rovnic | 3 4i5 6| 7| 8

9110 20! 50 | 100 500
|

[ Podct ndso- . i
I Bienia dalent 23 ECIJ 551133 (196 | 278 2355 | 485 | 3 290‘ 45 475| 303 900142 042 250
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Jordanovo schéma

FEliminadni proces lze také upravit tak, aby se jim dand soustava pie-
vedia na soustave § matic
LIRS 0:- 0, -“:0 |
0, 2y, 0 ...;0
ﬂ_; {], Tyga o+ en 0

i 0 0 0, ... au
Uvedend matice, v nif viechmy prvky kromé hlavai diagonaly jsou
nulové, s nazyvi diagondlni. Refeni soustavy s takovou matici je
velmi snadné.

Postup eliminace, kter§m dospéjeme K disgonalni matici, je tyZ jako
v kterémkoli jiném Gaussovd schématu, jen s tim rozdilem, Ze pfi
kazdém kroku zahmeme do v¥podiu i rovnice, jejich¥ pomodi jsme vylu-
ovali nezndmé ve viech piedchizejicich krocich. Politime tedy béhem
celého eliminatniho procesu stile s » rovnicemi. UkiZeme si postup
na piikladu.

Priklad 12. Na piikladu 9 ze str. 36 si ukdZeme dpravu schématu
jediného dileni (tab. IIT} na Jordanovo schéma (tab. I1X} a porovnime
aba postupy. :

Pryni krok je v obou schématech zcela stejny. Porovndme-li visk
druhy krok, vidime, % v tabulce IX je o jeden fadek vice. Druhy aZ
Zevrty fadek tabulky IX se shoduje s prvnim aZ tfetlm Fadkem tabulky
I11. Radek [1°] v tabulce IX vznikl apravou [17] = [1'] + 0,066 15 [2°].
Touto fipravou se nezménil prvek 1 v prynim sloupei fadka [17], nebot
v prvnim sloupci Fédku [2°], ktery eliminujeme, je nula. Ve druhém
sloupci fadku [1"] je nula, nebot ve druhém sloupei Edku [27] je 1,
§g. 0= -—-0,06615 1 0,06615.1. Podobné dpravou {1°] e [1']+
+ 0,066 15 [2*] vznikly dalé{ prvky Fidku [1']. Ve detim kroku ta-
bulky IX je o dva fddky vice nef ve tietm kroku tabulky IIT. Tied
a {ovrey fadek tabulky IX se shoduje s prvnim a druhym fédkem ta-
bulky ITI. Radky [1°] 2 [27] byly op&t vytvofeny obdobné jako fadek
[1*] pfi prvnim kroku, a to tak, 2e jsme odeftenim vhodnych ndsobkl
prvkit #4dku [3"] vyloudili prvky tietiho sloupee nejen z Fadku [47]
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oy

—i34

2,43
2,22
0,0%

wa{), 06615
277304
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Tabulka IX

L]
[

ale té% z ¥adki [1] a [27]. Pfitom v prvnim sloupci fadku [17] a ve
druhém sloupei #adku [27] zlistaly prvky 1. V poslednim kroku jsme
odedtentm vhodnych nasobki prvki Fidkn [4%] vyloudili prvky Covrtého
sloupce z fadkd [17], {27 2 [37], 2 vytvofili jsme tak fadky [1F], [2™]
a [3¥]. Radek {1'] piifazuje nezndmé x, koeficient 1, Fadek [2™] pii-
fazuje koeficient 1 nezndmeé x,, Fadek [37] neznimé xy a Fadek [4"]
pfitazuje koeficient 1 nezndmeé x, Viechny ostatni koeficienty jsou
nulové, tak¥e absolutnl fleny v fadcich [17¥] aZ [4] jsou rovny pfimo
nezndmym. Zpétny chod odpadé a fefeni soustavy je

(1] %, = 0,353 883
[2'] ;= 2,153 693
[3!1;] Xy = 2,12? 48;
[41“] Xy = 2,814 51.
Matice soustavy je
1, o, 0, D
0, 1, 0, 0
10, 0, 1, 0|
| o, 0, 0, 1 |i.

Polet operaci ¥ JordanovE schémaiu je o néco vEtSf neZ v jinych
schématech, zato viak nemusime provadét zpény ched, pfidemZ béhem
celého fedeni providime soudtovou kontrolu sprévnost vypodti.

Priklad 13, Jordanovou metodou feSte soustavu
x5 — 213 o 3.‘1:3 Cazs 3
— 3.1'-2 e 2x3 - ].
25, — X = —3.
Postup feieni budeme zapisovat pomoci matic. Zpaménko oo mezi
maticemi bude opét znamenat, 32 jde o matice (roziifend) ekvivalentnich
SOUStAY.

15 -'25 -_31 3 1: ""'2_1. _3, 3‘ 3_1. 0, _53 ?
0, —3, =2, 1= |0, =3, —2, 1| |0, —3 —2, 1|
Booele  Oped 0o, 3 6 —9| |0 o0 4 —8
‘ 12, 0, 0, —12] || i, 0 0, —I
wl| 0, —3 0, -3 f[~b0, 1, 0 1
l o, 0 4, —3 ‘ | 0, 0, 1,—2
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Beteni soustavy je
= —1, xp=1, 5= —2.

Soudasné fefeni nékolika soustay

Pii Feleni nékterych problémi se setkivime s ulohou Fedit takové
soustavy, které maji stejnou matici soustavy a pavzdjermn se lisi- pouze
absolutnimi &eny. Pfi fefeni takovych soustav udetfime mnoho préce,
pousijeme-li k pfevedeni roziifené matice na trojiihelnikovou matici
jediného schématu. UkéZeme si soudasne FeSeni thi sousiav, z nichZ
ka¥dé obsahuje &y rovmice o Cryfech nezndmych. Kontrelni soulty
jsou opit soudty véech prvké v daném Fadku; v posiednim sloupci je
opit predpis maznaujici piisiuSnou ekvivalenmi dpravu. Soustavy ne-
budeme vypisovat, ale jejich Koeficienty a absolutni éleny zapifeme do
tebulky X. Pro pfehlednost jsme jiZ rovnice usporadali tek, aby hlavni
prvky stily vidy vlevo v prvaf rovnici daného kroku. Po provedeni
zpétného chodu, ktery musime provést pro kaZdou sousmvu zvlast,
dostaneme Tedeni. :

1. soustava: x, = 1,450 96; x; = 1,003 945 x; = 0,018 47;

2, soustava: ¥, — 1,482 40; x, = 1,039 173 x, = 0,043 48;
x, == — 1,257 80;

3. soustava: x, = 1,064 66; x; = 0,726 525 %5 = — 0,004 90;
x, == —0,942 94, '

K soufasnému fefen! nékolika soustav Ize oviem pouZit kreréhokoli
Gaussova schématu i schémat Jordanova.

CVICENT

28, Redte nisledujic] soustavy rovnic. Vipelty providéjte podle moZnosti na
kalkula&nich strojich pH praxi v SPS:

g 450 — 06— 0% = 29
—L1x; + 5.8%, .= =58
I + 3,20, — 860, = 03
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b) %, + 0,17, — 0,255, + 0,54%, — 0,3
0475, 4+ 5+ 0,672, — 0,32%, = 0,5
ﬂsllxl + 0_135-\:3 —+ Ly — [}_-.T‘I'x* = 0,7
0.55x, + 0,43%, |- 0,361, - % = 0,9

c) 3,81x + 2,14x, — 1,33, |- 0,91z, = 13,6802
1,12, — 0.87x, -+ 316x, | 1,525, = —3,5555
252x, + 1,30% + 2,16%, 4- 0,14x, = 11,3072
0,81y + 2,135, — L04% + 0,86, =  6,6653

d) 1,1181x, + 0,1254x, + 0,1397x; + 0,1490 x, = 1,5471
0,1582s, + 1,1675x, + 0,1768x; + 0,18711x, = 1,6471
0,1068%, 4 0,2071x, + 1,2168x, + 0,2271 &, = 1,7471
0,2368x, + 0,2471x; + 0,2568x; + 1,2671 2, — 1,8471

29, Urdete rovnicl krufnice opsané trojihelnfku ABC, jehof vrcholy jsou
A4, =23 B(4, 6); G(—3, 3). '
30. Refte soufasné soustavy rovnic:
' I. spust. 2, soust, 3. soust. 4. soust

0,24x, - 0,911, + 0,13%, = 048 | 087 | —042 | 0,04
0,835, — O6dx, — | —07 | —Ldd | 07 | —057
0,57x, L D,46%, = 0,81 | 0,92 | —0,67 | —0,17 |

2, R